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の総和とガウス曲率の積分値 との関係を解説する。ガウス曲率 κ とは、
曲面Sによって定まる曲面上の関数で、曲面の 「曲 り具合」を示すもの
である。κの積分値はSによって定まる値となるので、ベク トル場の零
点における指数の総和はベク トル場に依 らず一定 ということになる。例



















































































































































































































































































































































つ い て 、

























(五i)0∞級 写 像 ∫ :R3→R3を考 え 、∫(",ν,Z)=(■(χ,り,Z),ん(■,υ,Z),ん(・,ν,2))
とする。p=(Pl,p2,P3)∈R3に対して



































1・=∫(1), y=g(ι), tCI (1.3)
を曲線の媒介変数表示 という。このとき、ιを媒介変数 という。例えば、
















































=θ+ι             (1.5)












































































































































































































































































































・ =∫(υ,υ), ν=g(し,υ), Z=ん(し,υ)(し、2')∈
D  (1・8)
を曲面の媒介変数表示という。このとき、し,υを媒介変数という。例えば、
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して、Pの近傍 1/⊂R3とsの共通部分 ア =y∩sをS内のPの近傍と
ぃう。Sが曲面であれば、Sの各点Pに対してυ⊂R2とs内のPの近傍
l′



























31第 1章 曲面 と接ベク トル
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(ii)
















































































































































































 (:LうρO=券0   鱚調
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座標の変換を表す写像 (■1,χ2)→(νl,ソ2)はο∞級写像なので、1/∩y′
上の敵






ゑ 髯数 ノ1,.んが点 P。∈И ∩ち でθ
∞級「
























噛 l ω2∈1/*に対して、和ωl+ω2とスカラー倍 んωlを次のように定義
する。ただし、υ∈l′′とし、たは実数である。

































と変形で きるので ω =blωl+b2ω+…・+bmωmとな り、ωを
ωl,ω2,…°,ωmの一次結合で表すことができる。
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命題 2.1.2で定めたωl,ω2,….,ωれを、1/の基底 el,c2,…・ Cη2に対す
る双対基底という。次の命題の(h)は、双対基底の性質というよりもむし
ろ、双対基底の定義として用いられることがある。






































と変形でき、写像 (げ)p i TP(S)→Rは線型写像であるので、(げ)pは
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命題 2.2.3 el,c2,・…,Cれをベク トル空間yの基底 とし、el,e2,…',Cm
に対する双対基底をωl,ω2,…・,ωm∈1/*とする。このとき、
{ω,1●ωo2●…・°ωこた}二1,,2,~,二た=1,2,″l





































































































































































































































































































































































































































































任意のυl,υ2・…・ υヽん∈yと任意の置換 σ∈Sたに対 して、
ω(υσ(1)υσ(2)1・…・υσ(た))=Sgn(σ)ω υl,υ2 ・…・υ■)
となる。
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ωが交代 た次形式であるとき、σ∈品 として特にをとプの互換 (j,プ)を
とれば、
ω(υl,・… :υJ,・… ,υ。,・ … ,υた)=~ω(υl,・… ,υら・… ,υ′,・ … ,υん)
である。 したがつて、υj=υ,ならば







y*に対 して、ω tt η∈∧y*でぁること







ηl(υl) 771(υ2) ~・ ηl(υた)
η2(υl) η2(υ2) …・ η2(υた)






















































































































































































































ηl(υl) ηl(υ2) …・  ηl(υた)
η2(υl) η2(υ2) …・ η2(υた)
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3_般に、高次元の曲面(多様体)においてもた次微分形式ω= Σ ■l Ⅲdr,1∧
:lく く













―場 (:十%~∂υl ∂χl ∂■2   ∂νl ∂■2 ∂χl
=(券―場)(讐劣―劣警)
となる。よつて、命題2.4.9を用いると
げ1∧ごτl+げち∧と2                   (2.5)
=(券″け勢αQ)∧ごけ(許dけ券ご砲)∧α砲
=(1¥|一:¥:)れA山2       90
=(1等十一勢)({:十f単:一{等;{等争)漁1∧と2
= (1:;争一勢)ご仇∧αν2
= (1:;卜ごνl―十:;夕,αν2) ∧ανl―十 (1:;争ανl―+1)夕lαν2) ∧αν2
=′gl∧ごυl+αg2∧dν2






































命題 2.5。6Sを曲面とすると、ω∈「 た(S),η∈FJ(S)(た,ι =0、1,2)は次
の式をみたす。
d(ω∧7)=(dω)∧7′十(-1)たω∧(d7ノ)


































































命題 2.6.4 υPをPにおけるCの接ベク トルとする。写像 j*υpはS上の
方向微分である。




























































4曲面 卜の接ベク トルは(会)p・(■)PなどのM分 を用いて表されるが、直線や
曲線上の接ベク トルは座標の変数が 1つしかないために(#)ρなどの常微分を用いて
表される。

























とな り、主張は示 された。                     □
命題2.6。9写像′*:77(S)→7葛C)は線型写像である。
第2章 微分形式と外微分
証明 α,bを実数 とし、ωP,ηPをPにおけるS上の余接ベク トル とする。
このとき、Pにおけるθ上の任意の接ベク トル υρに対 して、










してダば α→ρ+∝α→∂ =(α場静しめ+b場渉し0うげら となる。


































































































































となり、主張は示された。                    □
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第3章 ス トー クスの定理
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球面S2は向きづけ可能な曲面であることを例 1.3.9の立体射影を利用




刺 =(満 ,論 ,協 )




































定義 3,2.6Sを曲面 として、(υ,φ)をSの座標近傍 とする。しアの部分






































































齢 題 滉 ‖ よ頃 れ J=ズ弧 鴫 琳 面 硼 柵 であ咲















































































































































第3章 ス トー クスの定理
となる。

























第3章 ス トー クスの定理
(面)Σん≡1
,=1











































105第3章 ス トー クスの定理












































































































































































第3章 ス トー クスの定理
まずは、S2上の4つの長方形領域 1/1,め4,4を
106
1/1  =  { (:∬
ii:|:|||) 





















































































































































































































































































































































































































































Cl = {eT}p∈υ,  C2=={eg}p∈υ
31qp 122を参照されたい。


























命題 3.3.6SをR3内の曲面としびをSの座標近傍 とする。S上の リー
マン計量gをR3からの誘導計量とする。このとき、υ上の1次微分形式
θl,θ2に対 して次の (i),(五)は同値である。

























θ『キ0, θ′キ0         (3.6)
となることを背理法を用いて示す。ある点P∈υにおいて


























































とでθ『 ,θ『 はυT、υ;の双対基底となる。よって、主張は示された。 □
υの双対な正規直交標構がもつ性質を次の命題で述べる。











= 仇 ,くθl+θ20xo θ2
=(αθl+わθ2)0(aθl+bθ2)十(Cθl十∂θ2)0(Cθl+∂θ2)
=(α2+ε2)θl.θl十(b2+d2)θ2●θ2+(ab+Cα)(θl X θ2+θ2●θl)
















==   1
となるので、α(′一レ=±1となる。これを(3.13)に代入することによっ











































































イ=β(舟)2+み(券)p eS=C(1(吉T)p  ″(琵1)了)p
















































































































































































































































































































































第3章 ス トー クスの定理
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PcSに対 して 硫 をPを含む座標近傍とすると、
vol=θγα∧θダα      (3.14)
である。



























































となる。 したがって、 1  ∂    ∂
COS tり ∂?1   ∂υ
はス の正規直交標構 となり、
cos υαし,  ごυ
は1/1の双対な正規直交標構となる。よって、
(―Sin a cOs υ,cos L COSt',0)
(―COS trsin t,,sill a sill t,,COSl')
=sln2 1l cos2?ノ十 COS2 υ cos2?ノ
=cos2 υ
= cos2 υ s1112 2,_.sll12 tt slr12 2ノ 十 (:()S t,
=1















































































































































































































(1)ある完全長方形領域 υとある半長方形領域 y∩Ⅳ がぁって、
Supp(ω)⊂び∩ソ
となる場合

























































































第3章 ス トー クスの定理
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一方                         (317)、ス∩∂Dの局所座標をレ:の″座標で表す
が∂■:=        
こととす
とな




































































第4章 ス トー クスの定理の応用






















第4章 ス トー クスの定理の応用































































第4章 ス トー クスの定理の応用
図 4.4:
とおく。ただ し、■,ν,bはιの θ∞級関数であ り、
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である。このとき、
一




=:(扇 十 ろ雇頚〒り +(:一
S)(扇 ― 扇 )































































































































































































































































































=:/1しノーνノ)洗          “・つ
となる。したがつて、(44),(4.5)より、
ガ  醐==.ル鰤
















る。柄 1の固定された場所に、柄 1を軸とするホイールが取 り付けられて
























































lα(1)―α(0)|<2π     θ(1)一θ(0)|
り、A(0)=A(1), B(0)=3(1)であることから、











































































=÷ (薇 ―お )×皓 (乙再ご+5雇多)十(:一→ 麗両だり
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図 4.7:
命題 4.2.2(図4.8を参照)定義 4.2.1のように定められた擬柱の体積を
1ア とし、以下定義4.2.1内の記号を用いる。馬 の面積をS。、М の面積を
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定義 4。3.2Sを曲面とし、yをS内の領域とする。R=(|:!|:)C
ノИ(「P(7)),R= (1 1)∈ル《F9(y))|こ文まして、 lal1 2.4.2の∧を用いて
Rとえの間の二項演算∧を次のように定める。





言正明 R=(Ii li),Л=(1 1)とおいて成分言十算すると、 命題2.5.6
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とすれば、各点P∈υにおいてθl,θらは写(S)の基底であるので、ωらはy上の関数 わ1,わ2を用いて
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証明





























































































































































































































































































































率 κ は恒等的に 1となる。
158第4章 ス トー クスの定理の応用
とな り、ωは一意に定まることからω=―sin υαυとなる。 したがって、
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Pを含むSの開集合びが存在して、任意の点9∈υ―{P}に
対 してχ9キ0となる。











































































































































す ＼   ―
/1＼
indP(χ)=l     indP(χ)=-l     indP(χ)=2
図 4.11:
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となる。
証明 Sの座標近傍系 Ψ={(硫;″α,να)}α∈スによってSの向きが定めら






























































































































=g(COS ρCl、αel)+g(COS ρCl,be2)十g(sin ρe2,αCl)+g(Sin ρC2,be2)
=α COS ρ tt bSin ρ
l=g(e2,C2)=θ(αCl+be2,αel十♭e2)
=。2+ゎ2











が得 られる。また、′′.′ιをア 上の関数 としてθ2=′ιθl十′Iθ2とぉき、θl
を求める方法 と同様に計算すれば
θ2=_sin ρθl+cos ρθ2
























































































































































































証明 例 4.3.11より、S2のガウス曲率 κ はκ ≡1となる。また、S2の
湖um bmを湖 とする剛 &}掲よ咲 兎2湖=猜
とな生 したがつ
て、定理 4.4.4より、
となり、主張は示された。                    □
系4.4.5より、単位球面上のθ∞級のベクトル場は必ず零点をもつこと
が示される。図4.12の単位球面上のベクトル場では2点η,sが零点となっ
























ヽ 、 __″ /
ヽ ヽ 二 ニ ン/ヽ 、__″イ
<III=耳/























定理 4.4.4と定理 4.4.6より、次の定理が得 られる。
定理 4。4.7ガウス・ボンネの定理Sを向きづけられた曲面とする。κ を
Sのガウス曲率とし、volをSのvolume forlnとする。このとき、次が成
り立つ。
κvol=2πχ(S)
標数である。
積分値と曲面の形状の性質 (特に位相的な
り、その意味において重要な定理であると
券兎″Vd=≧phdalX)=υ一C+∫
?
?．
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
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本研究を進めるにあたり、大学院入学当初からの2年間にわたる手厚
い御指導をして頂いた、指導教員の濱中裕明教授に心より御礼申し上げ
ます。毎週行われたゼ ミや修士論文執筆過程において、なかなか理解の
進まない私に的確な助言を与えて下さつたことに深 く感謝致 します。ま
た、数学や数学教育だけでなく、様々な分野に関して教養に富むお話を
聞かせていただき、知的に充実 した日々を過ごすことができました。感
謝の念にたえません。
そして、日頃から研究の進み具合に気をかけていただき、優 しい言葉
で私を励まして下さつた小池敏司教授をはじめとして、大学院の講義等
様々な面で御陛話になった数学教室の先生方に、深 く感謝致します。
数学教室で出会った現職教員・ス トレー ト生の皆さんとは、数学や数
学教育、または学校現場について率直に話 しあうことができました。時
に真面目に、そして時に笑いながら学校について話 し合える機会に恵ま
れたことはとても有 り難かつたです。
日本文化 。国際理解教育プログラムの皆さんとは、ベ トナム研修をは
じめとする様々な体験学習に和気調々と協力し合いながら取 り組むこと
ができました。何事に対 しても意欲的な皆様から多 くの刺激を与えても
らったことに、深 く感謝致 します。
最後に、いつも温かく見守ってくれた家族に心より御礼申し上げます。
平成28年12月20日
朝長耕平
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